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Cuprins

Introducere 4

1 Omogenizarea unui mediu elastic cu dublă porozitate şi interfaţă imperfectă 8
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Introducere

Scopul acestei lucrări este aplicarea metodei omogenizării la unele probleme de elasticitate, respectiv termoelas-
ticitate, formulate ı̂ntr-un mediu alcătuit din două componente. Sunt studiate diverse cazuri ı̂n funcţie de condiţiile
pe interfaţa dintre cele două componente ale domeniului şi de structura mediului pe care ı̂l ocupă acesta.

Referitor la domeniul considerat, este vorba de un deschis Ω din RN (N > 2), cu frontiera ∂Ω continuă Lipschitz,
descris la ı̂nceputul Capitolului 1, care ocupă un mediu cu structură periodică, format din două componente,
una conexă iar cealaltă neconexă, interfaţa dintre ele având proprietăţile potrivite pentru formularea problemelor
studiate ı̂n această lucrare. Mai exact, se consideră Y = (0, 1)N cubul unitate din RN şi presupunem că Y2 este o
submulţime a lui Y astfel ı̂ncât Ȳ2 ⊂ Y şi frontiera sa Γ este de asemenea continuă Lipschitz. Definim Y1 = Y \ Ȳ2

şi se poate observa uşor că repetând Y prin periodicitate, reuniunea tuturor Ȳ1 formează un domeniu conex din
RN care va fi notat RN1 . De asemenea, RN2 = RN \ RN1 .

În cele ce urmează, parametrul ε ∈ (0, 1) reprezintă dimensiunea celulei de periodicitate şi va lua valori ı̂ntr-
un şir de numere reale care, ı̂n procesul de omogenizare, va converge către zero. Pentru fiecare k ∈ ZN definim
Y k = k + Y şi Y kα = k + Yα, unde α ∈ {1, 2}. De asemenea, pentru fiecare ε, fie Zε =

{
k ∈ ZN : εȲ k2 ⊂ Ω

}
şi

introducem mulţimile

Ωε2 =
⋃
k∈Zε

(
εY k2

)
şi Ωε1 = Ω \ Ω̄ε2,

care reprezintă cele două componente ale domeniului Ω. Frontiera lui Ωε2 va fi notată prin Γε şi n va reprezenta
normala pe Γε, exterioară lui Ωε1. Interfaţa Γε reprezintă de fapt un ı̂nveliş format dintr-un material fin care
ı̂mprejmuieşte particulele acesta fiind modelat ca o suprafaţă.

Pentru omogenizarea problemelor considerate se foloseşte metoda unfolding introdusă de Ciorănescu, Damlamian
şi Griso ı̂n [5] care, mai târziu, a fost extinsă la domenii perforate periodic de către Cioranescu, Damlamian, Do-
nato, Griso şi Zaki ı̂n [9] şi [7]. În [12] Donato et al. folosesc metoda unfolding pentru un domeniu cu două
componente similar celui considerat ı̂n această lucrare. Mai târziu, Donato şi Yang folosesc ı̂n [15] un operator
unfolding care depinde şi de timp, pentru o ecuaţie de unde, intr-un domeniu perforat. În [38], Yang defineşte doi
operatori unfolding care depind de timp, pe un domeniu similar celui considerat ı̂n această lucrare.

În ceea ce priveşte structura lucrării, aceasta este ı̂mpărţită ı̂n patru capitole. În prima parte a Capitolului
1 este descris domeniul, după care se studiază o problemă de elasticitate. Se consideră că mediul are dublă
porozitate, mai exact elasticitatea componentei neconexe este de ordinul ε2. De asemenea, pe interfaţa dintre cele
două componente ale mediului, se consideră un salt al vectorului deplasărilor, proporţional cu componenta normală
a tensorului tensiunilor care este presupusă continuă. După scrierea problemei ı̂n formă variaţională şi obţinerea
estimărilor a priori se demonstrează rezultate de convergenţă şi se obţine problema omogenizată cuplată prin
trecere la limită după ε, după care se decuplează problema obţinută cu introducându-se coeficienţii omogenizaţi şi
soluţiile problemelor locale. Deşi tensorul de ordinul ε2 din componenta neconexă nu apare ı̂n cadrul tensorului
omogenizat, el ı̂şi face simţită prezenţa ı̂n mod indirect ı̂n componenţa soluţiei problemei limită prin intermediul
problemelor locale formulate ı̂n componenta Y2 a celulei unitate Y .

Urmatoarele trei capitole sunt dedicate unor probleme de termoelasticitate cu condiţii iniţiale nule. Mai exact
se studiază difuzia temperaturii ı̂ntr-un mediu elastic ocupat de domeniul Ω definit ı̂n Capitolul 1. Sunt abordate
diferite cazuri ı̂n funcţie de condiţiile considerate pe interfaţa dintre componentele domeniului şi de forma tensorului
de elasticitate a componentei neconexe. În mod similar Capitolului 2, se obţin problemele omogenizate cores-
punzătoare fiecărui model termoelastic propus, ı̂n cadrul cărora se poate observa o ı̂mbinare a rezultatelor de
omogenizare de la o problemă de elasticitate cu cele ale unei probleme de difuzie.

Mai exact, ı̂n Capitolul 2 se studiază modelul clasic de termoelasticitate la care se adaugă condiţiile de salt atât
ı̂n deplasări cât şi ı̂n temperaturi, pe interfaţa dintre componentele domeniului. Problema omogenizată obţinută
aici este similară problemei termoelastice iniţiale, diferenţele constând ı̂n prezenţa unor termeni de cuplaj ı̂ntre
limitele u1 şi u2, respectiv θ1 şi θ2. De asemenea tensorii ce descriu componenta neconexă nu apar ı̂n problema
omogenizată.

În cadrul Capitolului 3 se analizează aceeaşi problemă ı̂nsă se consideră din nou că elasticitatea componentei
neconexe este de ordinul ε2. În plus, tensorul temperatură deplasare şi densitatea componentei neconexe sunt de
ordinul ε. De data aceasta, spre deosebire de cazurile precedente, tensorii care descriu componenta neconexă apar
ı̂n problema omogenizată, mai exact ı̂şi fac simţită prezenţa ı̂n ecuaţia omogenizată a temperaturii, rezultată din
trecerea la limită pe componenta neconexă. Ca ı̂n Capitolul 1, aceştia apar şi ı̂n cadrul soluţiei problemei limită
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1 Omogenizarea unui mediu elastic cu dublă porozitate şi interfaţă imperfectă

prin intermediul problemelor locale formulate ı̂n componenta Y2 a celulei unitate Y . În plus, ca şi ı̂n Capitolul 1
se observă că termenul de cuplaj al limitelor u1 şi u2 ce descriu deplasările, nu mai există ı̂n acest caz.

Ultimul model din această lucrare se studiază ı̂n Capitolul 4. De această dată, se consideră că doar deplasările au
un salt pe interfaţa dintre cele două componente ale mediului, componenta neconexă a acestuia având de asemenea
elasticitatea de ordin ε2, iar densitatea şi tensorul temperatură deplasare fiind de ordinul ε. Diferenţa dintre acest
model şi cel din Capitolul 3 constă, aşa cum era de aşteptat, ı̂n lipsa termenului de cuplaj al limitelor ce descriu
temperaturile.

Modelele propuse ı̂n această teză nu au mai fost tratate până acum astfel că rezultatele expuse aici sunt originale
ele fiind obţinute ı̂n urma activităţii proprii de cercetare.

1 Omogenizarea unui mediu elastic cu dublă porozitate şi interfaţă
imperfectă

În cadrul acestui capitol se studiază o problemă de elasticitate formulată ı̂ntr-un mediu cu dublă porozitate
care ocupă domeniul Ω. Pe interfaţa Γε se consideră o condiţie de salt al vectorului deplasărilor, proporţional cu
componenta normală a tensorului tensiunilor care este presupusă continuă. Mai exact, se consideră problema

−
∂σαεij
∂xj

= gi ı̂n Ωεα, α ∈ {1, 2} ,

σ1ε
ij nj = σ2ε

ij nj = εhε(u
2ε
i − u1ε

i ) pe Γε,

u1ε = 0 pe ∂Ω,

(1.1)

unde hε(x) = h(x/ε) reprezintă factorul de salt iar σαεij = aαεijkhekh(uαε) sunt componentele tensorilor tensiune.

Funcţiile ekh(uαε) = 1
2

(
∂uαεk
∂xh

+
∂uαεh
∂xk

)
reprezintă componentele tensorului de deformare iar aεαijkh sunt componentele

tensorilor de elasticitate definiţi astfel:

A1ε(x) = A1(x/ε) şi A2ε(x) = ε2A2(x/ε). (1.2)

Considerăm că h şi componentele aαijkh ale tensorilor simetrici şi pozitiv definiţi Aα, sunt funcţii netede, Y - periodice

şi mărginite şi de asemenea h(y) > 0 pe Γ. Introducem spaţiul Vε =
{
v ∈ H1(Ωε1), v = 0 pe ∂Ω

}
ı̂nzestrat cu norma

L2 a gradienţilor şi spaţiul Hilbert
Hε = V Nε ×H1(Ωε2)N (1.3)

ı̂nzestrat cu produsul scalar

(u, v)Hε =

∫
Ωε1

∇u1
i∇v1

i + ε2

∫
Ωε2

∇u2
i∇v2

i + ε

∫
Γε

(u2
i − u1

i )(v
2
i − v1

i ), (1.4)

unde elementele lui Hε sunt notate u = (u1, u2). Formularea variaţională a problemei (1.1) este:

Să se găsească uε ∈ Hε astfel ı̂ncât

a(uε, v) =
∑
α=1,2

∫
Ωεα

aαεijkh
∂uαεk
∂xh

∂vαi
∂xj

+ ε

∫
Γε

hε(u
2ε
i − u1ε

i )(v2
i − v1

i ) =

∫
Ωε1

fiv
1
i +

∫
Ωε2

fiv
2
i , ∀v ∈ Hε. (1.5)

Teorema 1.1. Pentru orice ε ∈ (0, 1), problema (1.5) are o soluţie unică uε ∈ Hε. Mai mult, există o constantă
C > 0 independentă de ε astfel ı̂ncât, pentru α ∈ {1, 2} şi fiecare i = 1, . . . , N , avem

‖uεαi ‖L2(Ωεα) 6 C, ‖∇u1ε
i ‖L2(Ωε1) 6 C, ε‖∇u2ε

i ‖L2(Ωε2) 6 C, ‖u2ε
i − u1ε

i ‖L2(Γε) 6 Cε−1/2. (1.6)

Pentru o mulţime dată D ⊂ RN şi v ∈ L1(D), notăm 〈v〉D = 1
|D|
∫
D
v(y) dy iar dacă v este o funcţie definită pe

Ωεα, α ∈ {1, 2}, atunci ṽ va fi prelungirea cu zero la ı̂ntreg Ω. În continuare definim spaţiile:

H1
per(Yα) =

{
v ∈ H1

loc(RNα ) : v este Y -periodică
}
, H̃1

per(Yα) =
{
v ∈ H1

per(Yα) : 〈v〉Y = 0
}
,

V = H1
0 (Ω)N × L2

(
Ω;H1

per(Y1)
)N × L2

(
Ω;H1(Y2)

)N
.

Folosind metoda unfolding, demonstrăm câteva rezultate de convergenţă şi obţinem problema omogenizată cuplată
(̂ın variabilele x şi y).
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2 Modelul termoelastic cu salt ı̂n deplasări şi temperaturi, ı̂ntr-un mediu format din două
componente

Teorema 1.2. Dacă uε = (u1ε, u2ε) este soluţia problemei (1.1), atunci

ũ1ε ⇀ |Y1| · u1 slab ı̂n L2(Ω)N ,

ũ2ε ⇀ |Y2| ·
〈
û2
〉
Y2

slab ı̂n L2(Ω)N ,

T ε1 (u1ε) −→ u1 tare ı̂n L2
(
Ω;H1(Y1)

)N
,

T ε2 (u2ε) ⇀ û2 slab ı̂n L2(Ω;H1(Y2))N ,

T ε1 (ekh(u1ε)) ⇀ ekh(u1) + eykh(û1) slab ı̂n L2(Ω× Y1),

εT ε2 (ekh(u2ε)) ⇀ eykh(û2) slab ı̂n L2(Ω× Y2),

(1.7)

unde tripletul (u1, û1, û2) ∈ V cu
〈
û1
i

〉
Γ

= 0 a.p.t. pe Ω, este unica soluţie a problemei∫
Ω×Y1

a1
ijkh

(
∂u1

k

∂xh
+
∂û1

k

∂yh

)(
∂ϕi
∂xj

+
∂Φ1

i

∂yj

)
+

∫
Ω×Y2

a2
ijkh

∂û2
k

∂yh

∂Φ2
i

∂yj
+

∫
Ω×Γ

h(û2
i − u1

i )(Φ
2
i − ϕi) =

=

∫
Ω×Y1

fiϕi +

∫
Ω×Y2

fiΦ
2
i , ∀(ϕ,Φ1,Φ2) ∈ V.

(1.8)

Problema omogenizată ı̂n Ω se obţine introducând ı̂n (1.8) expresiile funcţiilor û1, respectiv û2 şi folosind
formula coeficieţilor omogenizaţi a∗ijlm. Mai exact

û1
k(x, y) = wlm1k (y) · ∂u

1
l

∂xm
(x) ı̂n Ω× Y1, (1.9)

û2
k(x, y) = u1

k(x) + fl(x)wl2k(y) ı̂n Ω× Y2, (1.10)

a∗ijlm =

∫
Y1

a1
ijlm + a1

ijkh

∂wlm1k
∂yh

, (1.11)

unde pentru l,m = 1, . . . N , wlm1 ∈ H̃1
per(Y1)N şi wl2 ∈ H1(Y2)N sunt soluţiile unice ale problemelor locale

− ∂

∂yj

(
a1
ijlm + a1

ijkh

∂wlm1k
∂yh

)
= 0 ı̂n Y1

(
a1
ijlm + a1

ijkh

∂wlm1k
∂yh

)
nj = 0 pe Γ,


− ∂

∂yj

(
a2
ijkh

∂wl2k
∂yh

)
= δil ı̂n Y2

a2
ijkh

∂wl2k
∂yh

nj = hwl2i pe Γ.

(1.12)

Teorema 1.3. Dacă uε ∈ Hε este soluţia problemei (1.5), atunci

ũ1ε ⇀ |Y1| · u1 slab ı̂n L2(Ω)N , (1.13)

ũ2ε ⇀ |Y2| · u1 + fl · ql slab ı̂n L2(Ω)N , (1.14)

unde u1 este unica soluţie a problemei 
− ∂

∂xj

(
a∗ijkh

∂u1
k

∂xh

)
= fi ı̂n Ω

u = 0 pe ∂Ω,

(1.15)

şi componentele câmpului ql sunt qli =

∫
Y2

wl2i.

2 Modelul termoelastic cu salt ı̂n deplasări şi temperaturi, ı̂ntr-un
mediu format din două componente

Începând cu acest capitol, ne vom concentra asupra unei probleme de termoelasticitate având condiţii iniţiale
nule, formulată ı̂n domeniul Ω definit ı̂n Capitolul 1. Se consideră doi factori de salt huε (x) = hu(x/ε) respectiv
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2.1 Formularea variaţională a problemei şi estimări a priori

hθε(x) = hθ(x/ε) şi tensorii de elasticitate Aαε(x) = Aα(x/ε) unde hu, hθ ∈ L∞(Γ) şi componentele aαijkh ∈ L∞(Y )
ale tensorilor simetrici si pozitiv definiţi Aα sunt funcţii reale, netede, Y - periodice.

Introducem de asemenea tensorii temperatură-deplasare de ordinul al doilea B1ε(x) = B1(x/ε) şi B2ε(x) =
εB2(x/ε) şi tensorii conductivitate termică Kαε(x) = Kα(x/ε) unde Bα şi Kα sunt simetrici, Kα fiind ı̂n plus
pozitiv definiţi, ale căror componente bαij , k

α
ij sunt de asemenea funcţii netede, Y -periodice din L∞(Y ). Mai

departe, T0 desemnează temperatura de referinţă, ραε(x) = ρα(x/ε) reprezintă densităţile celor două medii, iar
cαε(x) = cα(x/ε) este căldura specifică la deformare constantă a fiecărui mediu, funcţiile ρα, cα ∈ L∞(Y ) fiind şi
ele considerate netede, Y -periodice şi evident strict pozitive. Pentru α ∈ {1, 2}, dacă uαε şi θαε sunt funcţii definite
pe Ωεα definim legile constitutive σαεij = aαεijkhekh(uαε)− bαεij θαε.

Problema studiată ı̂n acest capitol este reprezentată de ecuaţiile (2.1)-(2.1) şi condiţiile (2.3)-(2.6):

−
∂σαεij
∂xj

+ ραε
∂2uαεi
∂t2

= fi pe Ωεα, (2.1)

− ∂

∂xi

(
kαεij

∂θαε

∂xj

)
+ T0b

αε
ij

∂eij(u
αε)

∂t
+ cαε

∂θαε

∂t
= r pe Ωεα, (2.2)

σ1ε
ij nj = σ2ε

ij nj = εhuε (u2ε
i − u1ε

i ) pe Γε, (2.3)

k1ε
ij

∂θ1ε

∂xj
ni = k2ε

ij

∂θ2ε

∂xj
ni = εhθε(θ

2ε − θ1ε) pe Γε, (2.4)

unde fi sunt componentele câmpului vectorial f ∈ L2(Ω)N care reprezintă forţele masice, iar r ∈ L2(Ω) sursa de
energie exterioară. În plus, impunem condiţii pe frontiera ∂Ω,

u1ε = 0, θ1ε = 0 pe ∂Ω, (2.5)

şi condiţii iniţiale nule, adică
uαε(0, x) = 0, u̇αε(0, x) = 0, θαε(0, x) = 0. (2.6)

2.1 Formularea variaţională a problemei şi estimări a priori

Fie T un număr real strict pozitiv. În continuare, vom folosi notaţiile ΩT = [0, T ] × Ω, ΩεTα = [0, T ] × Ωεα şi
ΓTε = [0, T ]× Γε şi introducem spaţiile

V1ε =
{
v ∈ C∞(0, T ;H1(Ωε1))), v = 0 pe ∂Ω şi v = 0 pe {0} × Ω

}
,

V2ε =
{
v ∈ C∞(0, T ;H1(Ωε2))), v = 0 pe {0} × Ω

}
,

Wε =
(
V N1ε × V N2ε

)
× (V1ε × V2ε) . (2.7)

Un element al lui Wε va fi notat V = (v, w) unde v = (v1, v2) ∈ V N1ε × V N2ε şi w = (w1, w2) ∈ V1ε × V2ε. În acest
spaţiu se introduce formularea slabă a problemei (2.1)-(2.6) şi anume:

Să se găsească Uε = (uε, θε) ∈Wε astfel ı̂ncât

Lε(Uε, V ) = Dε ((f, r), V ) , ∀V = (v, w) ∈Wε, (2.8)

unde, pentru fiecare ε, Lε : Wε ×Wε → R este o formă biliniară definită prin

Lε(U, V ) =
∑
α=1,2

[∫ T

0

∫
Ωεα

(t− T )
((
−aαεijkhekh(uα) + bαεij θ

α
)
eij(v̇

α) + ραεu̇αi v̈
α
i + +bαεij eij(u

α)ẇα+

+
1

T0
cαεθαẇα

)
+ ραεu̇αi v̇

α
i + bαεij eij(u

α)wα +
1

T0
cαεθαwα +

1

T0

∫ t

0

kαεij
∂θα

∂xj

∂wα

∂xi
ds

]
−

−ε
∫ T

0

∫
Γε

(t− T )huε (u2
i − u1

i )(v̇
2
i − v̇1

i )− ε

T0

∫ T

0

∫
Γε

(t− T )hθε(θ
2 − θ1)(w2 − w1),

(2.9)

cu U = (u, θ) şi V = (v, w), iar Dε :
(
L2(Ω)N × L2(Ω)

)
×Wε → R definită prin

Dε ((f, r), V ) = −
∑
α=1,2

∫ T

0

∫
Ωεα

(t− T )
(
fiv̇

α
i +

1

T0
rwα

)
. (2.10)
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2.2 Procesul de omogenizare

Introducem acum spaţiul Hilbert Wε obţinut prin completarea lui Wε ı̂n norma ‖·‖ generată de produsul scalar

(U, V )Wε
=

∑
α=1,2

[∫ T

0

∫
Ωεα

uαi v
α
i + u̇αi v̇

α
i + eij(u

α)eij(v
α) + θαwα +

∫ t

0

∂θα

∂xi

∂wα

∂xi
ds

]

+ε

∫ T

0

∫
Γε

(u2
i − u1

i )(v
2
i − v1

i ) + ε

∫ T

0

∫
Γε

∫ t

0

(θ2 − θ1)(w2 − w1) ds.

(2.11)

şi se poate vedea că Lε poate fi prelungită prin continuitate la ı̂ntreg spaţiul Wε ×Wε, iar Dε poate fi prelungită
la
(
L2(Ω)N × L2(Ω)

)
×Wε.

Teorema 2.1. Problema (2.8) are soluţie şi aceasta este unică. Mai mult, există o constantă C > 0, independentă
de ε, pentru care:

‖uεαi ‖L2(ΩεTα) 6 C, ‖u̇εαi ‖L2(ΩεTα) 6 C, ‖∇uαεi ‖L2(ΩεTα) 6 C, ‖θεα‖L2(ΩεTα) 6 C, (2.12)∥∥∥∥∫ t

0

(∇θεα)
2

∥∥∥∥
L1(ΩεTα)

6 C, ‖u2ε
i − u1ε

i ‖L2(ΓTε ) 6 Cε−1/2,

∥∥∥∥∫ t

0

(
θ2ε − θ1ε

)2∥∥∥∥
L1(ΓTε )

6 Cε−1/2. (2.13)

2.2 Procesul de omogenizare

În cadrul acestui pragraf vom folosi notaţia

W = H2(0, T ;H1
0 (Ω))N × L∞(0, T ;L2(Ω;H1

per(Y1))N ×H2(0, T ;L2(Ω))N×

×H1(0, T ;H1
0 (Ω))× L∞(0, T ;L2(Ω;H1

per(Y1))×H1(0, T ;L2(Ω)).

Teorema 2.2. Dacă (uε, θε) ∈ Wε este soluţia problemei (2.1)-(2.6), unde uε = (u1ε, u2ε) şi θε = (θ1ε, θ2ε), atunci

ũαε
∗−⇀ |Yα| · uα slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω))N ,

θ̃αε
∗−⇀ |Yα| · θα slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω)),

T εα (uαε)
∗−⇀ uα slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω;H1(Yα)))N ,

T ε1 (ekh(u1ε))
∗−⇀ ekh(u1) + eykh(û1) slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω× Y1)),

T ε2 (ekh(u2ε))
∗−⇀ 0 slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω× Y2)),

T εα (θαε)
∗−⇀ θα slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω;H1(Yα))),

T ε1 (∇θ1ε)
∗−⇀ ∇θ1 +∇y θ̂1 slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω× Y1)),

T ε2 (∇θ2ε)
∗−⇀ 0 slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω× Y2)),

(2.14)

unde (u1, û1, u2, θ1, θ̂1, θ2) ∈W , este unica soluţie a problemei∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )
[
a1
ijkh

(
ekh(u1) + eykh(û1)

)
− b1ijθ1

] (
ėij(ϕ

1) + ėyij(Φ
1)
)

+

+
∑
α=1,2

∫ T

0

∫
Ω×Yα

(t− T )
[
ραüαi ϕ̇

α
i +

1

T0
cαθ̇αqα

]
+

+
1

T0

∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )k1
ij

(∂θ1

∂xj
+
∂θ̂1

∂yj

)(∂q1

∂xi
+
∂Q1

∂yi

)
+

∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )b1ij

(
ėij(u

1) + ėyij(û
1)
)
q1+

+

∫ T

0

∫
Ω×Γ

(t− T )
[
hu(u2

i − u1
i )(ϕ̇

2
i − ϕ̇1

i ) +
1

T0
hθ(θ2

i − θ1
i )(q

2
i − q1

i )
]

=

=
∑
α=1,2

∫ T

0

∫
Ω×Yα

(t− T )
(
fiϕ̇

α
i +

1

T0
rqα
)
, ∀(ϕ1,Φ1, ϕ2, q1, Q1, q2) ∈W.

(2.15)

În plus, pentru α ∈ {1, 2} şi penru aproape orice x ∈ Ω avem uα(0, x) = 0, u̇α(0, x) = 0, θα(0, x) = 0.
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3 Modelul termoelastic ı̂ntr-un mediu cu dublă porozitate cu salt ı̂n deplasări şi ı̂n temperaturi

Introducem acum soluţiile unice z1, wlm1 , χ1 ∈ H̃1
per(Y1)N (l,m = 1, . . . , N), ale problemelor locale

− ∂

∂yj

(
a1
ijkh

∂z1
k

∂yh
− b1ij

)
= 0 ı̂n Y1

(
a1
ijkh

∂z1
k

∂yh
− b1ij

)
nj = 0 pe Γ,


− ∂

∂yj

(
a1
ijlm + a1

ijkh

∂wlm1k
∂yh

)
= 0 ı̂n Y1

(
a1
ijlm + a1

ijkh

∂wlm1k
∂yh

)
nj = 0 pe Γ,

(2.16)

respectiv 
− ∂

∂yi

(
k1
ik + k1

ij

∂χ1
k

∂yj

)
= 0 ı̂n Y1

(
k1
ik + k1

ij

∂χ1
k

∂yj

)
ni = 0 pe Γ,

(2.17)

şi se observă că

û1
k(t, x, y) =

∂u1
l

∂xm
(t, x) · wlm1k (y) + θ1(t, x) · z1

k(y). (2.18)

θ̂1(t, x, y) =
∂θ1

∂xk
(t, x) · χ1

k(y). (2.19)

Definim acum coeficienţii omogenizaţi

a1∗
ijlm =

∫
Y1

a1
ijlm + a1

ijkh

∂wlm1k
∂yh

, b1∗lm =

∫
Y1

b1lm + b1ij
∂wlm1i
∂yj

, k1∗
ik =

∫
Y1

k1
ik + k1

ij

∂χ1
k

∂yj
, γ1∗ =

∫
Y1

b1ij
∂z1
i

∂yj
. (2.20)

şi se demonstrează următoarea teoremă:

Teorema 2.3. Dacă (uε, θε) ∈ Wε este soluţia problemei (2.1)-(2.6), unde uε = (u1ε, u2ε) şi θε = (θ1ε, θ2ε), atunci
pentru α ∈ {1, 2}

ũαε
∗−⇀ |Yα| · uα slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω))N , (2.21)

θ̃αε
∗−⇀ |Yα| · θα slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.22)

unde (u, θ) cu u = (u1, u2) şi θ = (θ1, θ2) este soluţia unică a problemei

− ∂

∂xj

(
a1∗
ijkh

∂u1
k

∂xh
− b1∗ij θ1

)
+
〈
ρ1
〉
Y1

∂2u1
i

∂t2
−Hu(u2

i − u1
i ) = |Y1| fi ı̂n Ω, (2.23)

〈
ρ2
〉
Y2

∂2u2
i

∂t2
+Hu(u2

i − u1
i ) = |Y2| fi ı̂n Ω, (2.24)

− ∂

∂xi

(
k1∗
ij

∂θ1

∂xj

)
+ T0b

1∗
ij

∂eij(u
1)

∂t
+
(
T0γ

1∗ +
〈
c1
〉
Y1

)∂θ1

∂t
−Hθ(θ2 − θ1) = |Y1| r ı̂n Ω, (2.25)

〈
c2
〉
Y2

∂θ2

∂t
+Hθ(θ2

i − θ1
i ) = |Y2| r ı̂n Ω, (2.26)

u1 = 0, θ1 = 0 pe ∂Ω, (2.27)

cu condiţiile iniţiale
uα(0, x) = 0, u̇α(0, x) = 0, θα(0, x) = 0. (2.28)

unde Hu =

∫
Γ

hu şi Hθ =

∫
Γ

hθ.

3 Modelul termoelastic ı̂ntr-un mediu cu dublă porozitate cu salt ı̂n
deplasări şi ı̂n temperaturi

În cadrul acestui capitol se studiază din nou problema (2.1)-(2.5) considerată ı̂n Capitolul 2 ı̂nsă de această
dată domeniul Ω este ocupat de un mediu cu dublă porozitate similar celui considerat ı̂n Capitolul 1. Aşa cum
era de aşteptat, rezultatele obţinute aici sunt o combinaţie ı̂ntre cele obţinute ı̂n omogenizarea problemei elastice
ı̂ntr-un mediu cu dublă porozitate, din Capitolul 1, şi rezultatele care se obţin la omogenizarea unei probleme de
difuzie formulată ı̂ntr-un domeniu ce ocupă un mediu clasic. Ca şi ı̂n Capitolul 1, este interesant de observat faptul
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3.1 Rezultate de omogenizare

că tensorii A2 şi B2, deşi nu ı̂şi fac simţită prezenţa ı̂n problema omogenizată, ei apar ı̂n cadrul limitei şirului ũ2ε

prin intermediul a doi termeni ξl, respectiv ζ care fac parte din componenţa limitei respective.

În cele ce urmează vom folosi aceleaşi notaţii ca ı̂n Capitolul 2 iar coeficienţii problemei vor avea aceleaşi
proprietăţi. Spre deosebire de capitolul precedent vom considera că A2ε(x) = ε2A2(x/ε), şi ρ2ε(x) = ερ2(x/ε).
Spaţiul Wε reprezintă de această dată completarea lui Wε ı̂n norma ‖·‖ generată de produsul scalar

(U, V )Wε
=

∫ T

0

∫
Ωε1

eij(u
1)eij(v

1) + ε2

∫ T

0

∫
Ωε2

eij(u
2)eij(v

2) +
∑
α=1,2

[∫ T

0

∫
Ωεα

u̇αi v̇
α
i + θαwα +

∫ t

0

∂θα

∂xi

∂wα

∂xi
ds

]
+

+ε

∫ T

0

∫
Γε

(u2
i − u1

i )(v
2
i − v1

i ) + ε

∫ T

0

∫
Γε

∫ t

0

(θ2 − θ1)(w2 − w1) ds.

(3.1)

iar formele Lε şi Dε ı̂ncă se pot prelungi prin continuitate la spaţiile Wε×Wε, respectiv
(
L2(Ω)N ×L2(Ω)

)
×Wε.

Teorema 3.1. Există o constantă C > 0, independentă de ε pentru care:

‖uεαi ‖L2(ΩεTα) 6 C, ‖u̇εαi ‖L2(ΩεTα) 6 C, ‖∇u1ε
i ‖L2(ΩεT1) 6 C, ε‖∇u2ε

i ‖L2(ΩεT2) 6 C, (3.2)

‖θεα‖L2(ΩεTα) 6 C,

∥∥∥∥∫ t

0

(∇θεα)
2

∥∥∥∥
L1(ΩεTα)

6 C, (3.3)

‖u2ε
i − u1ε

i ‖L2(ΓTε ) 6 Cε−1/2,

∥∥∥∥∫ t

0

(
θ2ε − θ1ε

)2∥∥∥∥
L1(ΓTε )

6 Cε−1/2. (3.4)

3.1 Rezultate de omogenizare

Considerăm

W = H2(0, T ;H1
0 (Ω))N × L∞(0, T ;L2(Ω;H1

per(Y1))N × L∞(0, T ;L2(Ω;H1(Y2)))N×

×H1(0, T ;H1
0 (Ω))× L∞(0, T ;L2(Ω;H1

per(Y1))×H1(0, T ;L2(Ω)),
(3.5)

Teorema 3.2. Dacă (uε, θε) ∈ Wε este soluţia problemei (2.1)-(2.6), cu A1ε(x) = A1(x/ε), A2ε(x) = ε2A2(x/ε),
ρ1ε(x) = ρ1(x/ε) şi ρ2ε(x) = ερ2(x/ε) unde uε = (u1ε, u2ε) şi θε = (θ1ε, θ2ε), atunci

ũ1ε ∗−⇀ |Y1| · u1 slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω))N ,

ũ2ε ∗−⇀ |Y2| ·
〈
û2
〉
Y2

slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω))N ,

θ̃αε
∗−⇀ |Yα| · θα slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω)),

T εα (u1ε)
∗−⇀ u1 slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω;H1(Y1)))N ,

T εα (u2ε)
∗−⇀ û2 slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω;H1(Y2)))N ,

T ε1 (ekh(u1ε))
∗−⇀ ekh(u1) + eykh(û1) slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω× Y1)),

εT ε2 (ekh(u2ε))
∗−⇀ eykh(û2) slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω× Y2)),

T εα (θαε)
∗−⇀ θα slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω;H1(Yα))),

T ε1 (∇θ1ε)
∗−⇀ ∇θ1 +∇y θ̂1 slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω× Y1)),

T ε2 (∇θ2ε)
∗−⇀ 0 slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω× Y2)),

(3.6)

unde (u1, û1, û2, θ1, θ̂1, θ2) ∈W , este soluţia unică a problemei∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )
[
a1
ijkh

(
ekh(u1) + eykh(û1)

)
− b1ijθ1

] (
ėij(ϕ

1) + ėyij(Φ
1)
)

+
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3.1 Rezultate de omogenizare

+

∫ T

0

∫
Ω×Y2

(t− T )
[
a2
ijkhe

y
kh(û2)− b2ijθ2

]
ėyij(Φ

2) +

∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )ρ1ü1
i ϕ̇

1
i+

+

∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )b1ij

(
ėij(u

1) + ėyij(û
1)
)
q1 +

∫ T

0

∫
Ω×Y2

(t− T )b2ij ė
y
ij(û

2)q2+ (3.7)

+
1

T0

∑
α=1,2

∫ T

0

∫
Ω×Yα

(t− T )cαθ̇αqα +
1

T0

∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )k1
ij

(∂θ1

∂xj
+
∂θ̂1

∂yj

)(∂q1

∂xi
+
∂Q1

∂yi

)
+

+

∫ T

0

∫
Ω×Γ

(t− T )

[
hu(û2

i − u1
i )(Φ̇

2
i − ϕ̇1

i ) +
1

T0
hθ(θ2

i − θ1
i )(q

2
i − q1

i )

]
=

=

∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )
(
fiϕ̇

1
i +

1

T0
rq1
)

+

∫ T

0

∫
Ω×Y2

(t− T )
(
fiΦ̇

2
i +

1

T0
rq2
)
,

∀(ϕ1,Φ1,Φ2, q1, Q1, q2) ∈W.

În plus, penru aproape orice x ∈ Ω avem u1(0, x) = 0, u̇1(0, x) = 0, θα(0, x) = 0.

Se găsesc expresiile funcţiilor û1, û2, θ̂1 astfel că (2.18)-(2.19) ı̂ncă sunt adevărate, ı̂n plus

û2
k(t, x, y) = u1

k(t, x) + fl(x)wl2k(y) + θ2(t, x)z2
k(y). (3.8)

unde z2, wl2 ∈ H1(Y2)N sunt soluţiile unice ale problemelor
− ∂

∂yj

(
a2
ijkh

∂wl2k
∂yh

)
= δil ı̂n Y2

a2
ijkh

∂wl2k
∂yh

nj = huwl2i pe Γ,


− ∂

∂yj

(
a2
ijkh

∂z2
k

∂yh
− b2ij

)
= 0 ı̂n Y2

(
a2
ijkh

∂z2
k

∂yh
− b2ij

)
nj = 0 pe Γ.

(3.9)

Definim

γ2∗ =

∫
Y2

b2ij
∂z2
i

∂yj
(3.10)

şi introducând (2.18), (2.19), (2.20), (3.8) şi (3.10) ı̂n problema limită (3.7), obţinem problema omogenizată ı̂n Ω.
Mai exact, se demonstrează următoarea teoremă:

Teorema 3.3. Dacă (uε, θε) ∈ Wε este soluţia problemei (2.1)-(2.6) cu A1ε(x) = A1(x/ε), A2ε(x) = ε2A2(x/ε),
ρ1ε(x) = ρ1(x/ε) şi ρ2ε(x) = ερ2(x/ε) , unde uε = (u1ε, u2ε) şi θε = (θ1ε, θ2ε), atunci avem

ũ1ε ∗−⇀ |Y1| · u1 slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω))N , (3.11)

ũ2ε ∗−⇀ |Y2| · u1 + fl · ξl + θ2 · ζ slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω))N , (3.12)

θ̃αε
∗−⇀ |Yα| · θα slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω)), ∀α ∈ {1, 2} , (3.13)

unde (u, θ) cu u = (u1, u2) şi θ = (θ1, θ2) este soluţia unică a problemei

− ∂

∂xj

(
a1∗
ijkh

∂u1
k

∂xh
− b1∗ij θ1

)
+
〈
ρ1
〉
Y1

∂2u1
i

∂t2
= fi ı̂n Ω, (3.14)

− ∂

∂xi

(
k1∗
ij

∂θ1

∂xj

)
+ T0b

1∗
ij

∂eij(u
1)

∂t
+
(
T0γ

1∗ +
〈
c1
〉
Y1

)∂θ1

∂t
−Hθ(θ2

i − θ1
i ) = |Y1| r ı̂n Ω, (3.15)

(
T0γ

2∗ +
〈
c2
〉
Y2

)∂θ2

∂t
+Hθ(θ2

i − θ1
i ) = |Y2| r ı̂n Ω, (3.16)

u1 = 0, θ1 = 0 pe ∂Ω, (3.17)

cu condiţiile iniţiale
uα(0, x) = 0, u̇α(0, x) = 0, θα(0, x) = 0, (3.18)

unde Hθ =

∫
Γ

hθ şi componentele câmpurilor vectoriale ξl şi ζ fiind ξli =

∫
Y2

wl2i, respectiv ζi =

∫
Y2

z2
i .
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4 Modelul termoelastic ı̂ntr-un mediu cu dublă porozitate cu salt ı̂n deplasări şi continuitate ı̂n
temperaturi

4 Modelul termoelastic ı̂ntr-un mediu cu dublă porozitate cu salt ı̂n
deplasări şi continuitate ı̂n temperaturi

În acest capitol vom schimba condiţia de salt a temperaturii pe interfaţa Γε, din problema studiată ı̂n Capitolul
3. Mai exact, pe fiecare dintre componentele Ωε1 şi Ωε2 ale domeniului Ω ce ocupă un mediu cu dublă porozitate,
vom considera ecuaţiile

−
∂σαεij
∂xj

+ ραε
∂2uαεi
∂t2

= fi (4.1)

− ∂

∂xi

(
kαεij

∂θαε

∂xj

)
+ T0b

αε
ij

∂eij(u
αε)

∂t
+ cαε

∂θαε

∂t
= r (4.2)

alături de condiţiile pe interfaţa Γε, respectiv ∂Ω

σ1ε
ij nj = σ2ε

ij nj = εhuε (u2ε
i − u1ε

i ) pe Γε, (4.3)

k1ε
ij

∂θ1ε

∂xj
ni = k2ε

ij

∂θ2ε

∂xj
ni pe Γε, (4.4)

θ1ε = θ2ε pe Γε, (4.5)

u1ε = 0, θ1ε = 0 pe ∂Ω, (4.6)

şi condiţiile iniţiale
uαε(0, x) = 0, u̇αε(0, x) = 0, θαε(0, x) = 0. (4.7)

Ca şi ı̂n Capitolul 3 vom considera că

A1ε(x) = A1(x/ε), A2ε(x) = ε2A2(x/ε), B1ε(x) = B1(x/ε, B2ε(x) = εB2(x/ε),

ρ1ε(x) = ρ1(x/ε), ρ2ε(x) = ερ2(x/ε), Kαε(x) = Kα(x/ε), cαε(x) = cα(x/ε).

Spaţiul funcţional folosit ı̂n cadrul acestui capitol va fi de asemenea spaţiul Wε definit in Capitolul 2 de (2.7) iar
formularea variaţională a problemei (4.1)-(4.7) este:

Să se găsească Uε = (uε, θε) ∈Wε astfel ı̂ncât

Lε(Uε, V ) = Dε ((f, r), V ) , ∀V = (v, w) ∈Wε, (4.8)

unde, pentru fiecare ε, forma biliniară Lε : Wε ×Wε → R este definită de această dată prin

Lε(U, V ) =
∑
α=1,2

[∫ T

0

∫
Ωεα

(t− T )
((
−aαεijkhekh(uα) + bαεij θ

α
)
eij(v̇

α) + ραεu̇αi v̈
α
i + +bαεij eij(u

α)ẇα+

+
1

T0
cαεθαẇα

)
+ ραεu̇αi v̇

α
i + bαεij eij(u

α)wα +
1

T0
cαεθαwα +

1

T0

∫ t

0

kαεij
∂θα

∂xj

∂wα

∂xi
ds

]
−

−ε
∫ T

0

∫
Γε

(t− T )huε (u2
i − u1

i )(v̇
2
i − v̇1

i ),

(4.9)

iar Dε :
(
L2(Ω)N × L2(Ω)

)
×Wε → R este dată de (2.10). Spaţiul Wε se construieşte prin completarea lui Wε ı̂n

norma genrată de produsul scalar

(U, V )Wε
=

∫ T

0

∫
Ωε1

eij(u
1)eij(v

1) + ε2

∫ T

0

∫
Ωε2

eij(u
2)eij(v

2)+

+
∑
α=1,2

[∫ T

0

∫
Ωεα

u̇αi v̇
α
i + θαwα +

∫ t

0

∂θα

∂xi

∂wα

∂xi
ds

]
+ ε

∫ T

0

∫
Γε

(u2
i − u1

i )(v
2
i − v1

i ).

(4.10)

şi din nou, formele Lε(·, ·) şi Dε(·, ·) pot fi prelungite prin continuitate laWε×Wε, respectiv la
(
L2(Ω)N × L2(Ω)

)
×

Wε.

Teorema 4.1. Problema (4.8) are soluţie şi aceasta este unică. Mai mult, există o constantă C > 0, independentă
de ε, pentru care:

‖uεαi ‖L2(ΩεTα) 6 C, ‖u̇εαi ‖L2(ΩεTα) 6 C, ‖∇uαεi ‖L2(ΩεTα) 6 C, (4.11)

‖θεα‖L2(ΩεTα) 6 C,

∥∥∥∥∫ t

0

(∇θεα)
2

∥∥∥∥
L1(ΩεTα)

6 C, ‖u2ε
i − u1ε

i ‖L2(ΓTε ) 6 Cε−1/2. (4.12)
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Teorema 4.2. Dacă (uε, θε) ∈ Wε este soluţia problemei (4.1)-(4.7), unde uε = (u1ε, u2ε) şi θε = (θ1ε, θ2ε), atunci

au loc convergenţele (3.6) unde (u1, û1, û2, θ1, θ̂1, θ2) ∈W definit de (3.5), este soluţia unică a problemei∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )
[
a1
ijkh

(
ekh(u1) + eykh(û1)

)
− b1ijθ1

] (
ėij(ϕ

1) + ėyij(Φ
1)
)

+

+

∫ T

0

∫
Ω×Y2

(t− T )
[
a2
ijkhe

y
kh(û2)− b2ijθ2

]
ėyij(Φ

2) +

∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )ρ1ü1
i ϕ̇

1
i+

+

∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )b1ij

(
ėij(u

1) + ėyij(û
1)
)
q1 +

∫ T

0

∫
Ω×Y2

(t− T )b2ij ė
y
ij(û

2)q2+ (4.13)

+
1

T0

∑
α=1,2

∫ T

0

∫
Ω×Yα

(t− T )cαθ̇αqα +
1

T0

∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )k1
ij

(∂θ1

∂xj
+
∂θ̂1

∂yj

)(∂q1

∂xi
+
∂Q1

∂yi

)
+

+

∫ T

0

∫
Ω×Γ

(t− T )hu(û2
i − u1

i )(Φ̇
2
i − ϕ̇1

i ) =

∫ T

0

∫
Ω×Y1

(t− T )
(
fiϕ̇

1
i +

1

T0
rq1
)

+

∫ T

0

∫
Ω×Y2

(t− T )
(
fiΦ̇

2
i +

1

T0
rq2
)
,

∀(ϕ1,Φ1,Φ2, q1, Q1, q2) ∈W.

În plus, pentru aproape orice x ∈ Ω avem

u1(0, x) = 0, u̇1(0, x) = 0, θα(0, x) = 0. (4.14)

Se arată că expresiile (2.18), (2.19), (3.8) ale funcţiilor û1, θ̂1, respectiv û2 sunt valabile şi ı̂n acest caz şi
introducându-le ı̂n problema limită (4.13) se obţine problema omogenizată ı̂n Ω.

Teorema 4.3. Dacă (uε, θε) ∈ Wε este soluţia problemei (4.1)-(4.7), unde uε = (u1ε, u2ε) şi θε = (θ1ε, θ2ε), atunci
avem

ũ1ε ∗−⇀ |Y1| · u1 slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω))N , (4.15)

ũ2ε ∗−⇀ |Y2| · u1 + fl · ξl + θ2 · ζ slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω))N , (4.16)

θ̃αε
∗−⇀ |Yα| · θα slab* ı̂n L∞(0, T ;L2(Ω)), ∀α ∈ {1, 2} , (4.17)

unde (u, θ) cu u = (u1, u2) şi θ = (θ1, θ2) este soluţia unică a problemei

− ∂

∂xj

(
a1∗
ijkh

∂u1
k

∂xh
− b1∗ij θ1

)
+
〈
ρ1
〉
Y1

∂2u1
i

∂t2
= fi ı̂n Ω, (4.18)

− ∂

∂xi

(
k1∗
ij

∂θ1

∂xj

)
+ T0b

1∗
ij

∂eij(u
1)

∂t
+
(
T0γ

1∗ +
〈
c1
〉
Y1

)∂θ1

∂t
= |Y1| r ı̂n Ω, (4.19)

(
T0γ

2∗ +
〈
c2
〉
Y2

)∂θ2

∂t
= |Y2| r ı̂n Ω, (4.20)

u1 = 0, θ1 = 0, pe ∂Ω, (4.21)

cu condiţiile iniţiale
uα(0, x) = 0, u̇α(0, x) = 0, θα(0, x) = 0, (4.22)

unde componentele câmpurilor vectoriale ξl şi ζ sunt ξli =

∫
Y2

wl2i, respectiv ζi =

∫
Y2

z2
i .

Această lucrare a fost realizată ı̂n cadrul proiectului ”Doctoratul ı̂n Ştiinţe fundamentale - Începutul unei cariere
de vârf ı̂n cercetare”, cofinanţat de Uniunea Europeană şi Guvernul României prin Programul Operaţional Sectorial
Dezvoltarea Resurselor Umane 2007-2013, contractul de finanţare nr. POSDRU/107/1.5/S/82514.
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