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Introducere

Scopul acestei lucrari este aplicarea metodei omogenizéarii la unele probleme de elasticitate, respectiv termoelas-
ticitate, formulate intr-un mediu alcatuit din doua componente. Sunt studiate diverse cazuri in functie de conditiile
pe interfata dintre cele douda componente ale domeniului si de structura mediului pe care il ocupa acesta.

Referitor la domeniul considerat, este vorba de un deschis 2 din RY (N > 2), cu frontiera 92 continua Lipschitz,
descris la inceputul Capitolului 1, care ocupa un mediu cu structura periodica, format din dou&d componente,
una conexa iar cealalta neconexa, interfata dintre ele avand proprietatile potrivite pentru formularea problemelor
studiate in aceasts lucrare. Mai exact, se considersa Y = (0,1)" cubul unitate din R” si presupunem c& Y> este o
submultime a lui Y astfel incat Y C Y si frontiera sa I' este de asemenea continud Lipschitz. Definim Y; = Y \ Y,
si se poate observa usor ci repetand Y prin periodicitate, reuniunea tuturor Y; formeazi un domeniu conex din
RY care va fi notat RY. De asemenea, RY = RY \ RY.

In cele ce urmeaz, parametrul € € (0,1) reprezintd dimensiunea celulei de periodicitate gi va lua valori intr-
un gir de numere reale care, in procesul de omogenizare, va converge catre zero. Pentru fiecare k € va definim
Y =k+Y siYF =k+Y,, unde a € {1,2}. De asemenea, pentru fiecare ¢, fie Z. = {k € ZV : &Y} C Q} si
introducem multimile

5= (e¥F) ¢ 9 =0\ 0,
k€EZ.
care reprezinta cele doud componente ale domeniului 2. Frontiera lui Q5 va fi notata prin I'; si n va reprezenta
normala pe I'c, exterioara lui Q. Interfata I'c reprezinta de fapt un invelis format dintr-un material fin care
imprejmuieste particulele acesta fiind modelat ca o suprafata.

Pentru omogenizarea problemelor considerate se foloseste metoda unfolding introdusa de Cioranescu, Damlamian
i Griso in [5] care, mai tarziu, a fost extinsd la domenii perforate periodic de citre Cioranescu, Damlamian, Do-
nato, Griso si Zaki in [9] si [7]. In [12] Donato et al. folosesc metoda unfolding pentru un domeniu cu doui
componente similar celui considerat in aceastd lucrare. Mai tarziu, Donato si Yang folosesc in [15] un operator
unfolding care depinde si de timp, pentru o ecuatie de unde, intr-un domeniu perforat. In [38], Yang definegte doi
operatori unfolding care depind de timp, pe un domeniu similar celui considerat in aceasta lucrare.

In ceea ce priveste structura lucrarii, aceasta este impartita in patru capitole. In prima parte a Capitolului
1 este descris domeniul, dupa care se studiazia o problema de elasticitate. Se considerda ca mediul are dubla
porozitate, mai exact elasticitatea componentei neconexe este de ordinul €2. De asemenea, pe interfata dintre cele
doua componente ale mediului, se considera un salt al vectorului deplasarilor, proportional cu componenta normala
a tensorului tensiunilor care este presupusa continua. Dupa scrierea problemei in forma variationala si obtinerea
estimarilor a priori se demonstreaza rezultate de convergenta si se obtine problema omogenizata cuplata prin
trecere la limita dupa e, dupa care se decupleaza problema obtinuta cu introducandu-se coeficientii omogenizati si
solutiile problemelor locale. Desi tensorul de ordinul €2 din componenta neconexd nu apare in cadrul tensorului
omogenizat, el 1gi face simtita prezenta in mod indirect in componenta solutiei problemei limita prin intermediul
problemelor locale formulate in componenta Y5 a celulei unitate Y.

Urmatoarele trei capitole sunt dedicate unor probleme de termoelasticitate cu conditii initiale nule. Mai exact
se studiaza difuzia temperaturii intr-un mediu elastic ocupat de domeniul €2 definit in Capitolul 1. Sunt abordate
diferite cazuri in functie de conditiile considerate pe interfata dintre componentele domeniului si de forma tensorului
de elasticitate a componentei neconexe. In mod similar Capitolului 2, se obtin problemele omogenizate cores-
punzatoare fiecirui model termoelastic propus, in cadrul carora se poate observa o Imbinare a rezultatelor de
omogenizare de la o problema de elasticitate cu cele ale unei probleme de difuzie.

Mai exact, In Capitolul 2 se studiaza modelul clasic de termoelasticitate la care se adauga conditiile de salt atat
in deplasari cat i in temperaturi, pe interfata dintre componentele domeniului. Problema omogenizata obtinuta
aici este similara problemei termoelastice initiale, diferentele constand in prezenta unor termeni de cuplaj intre
limitele u! si u?, respectiv 8! si §2. De asemenea tensorii ce descriu componenta neconexs nu apar in problema
omogenizata.

In cadrul Capitolului 3 se analizeazi aceeagi problema insa se considerd din nou ca elasticitatea componentei
neconexe este de ordinul 2. In plus, tensorul temperatura deplasare si densitatea componentei neconexe sunt de
ordinul €. De data aceasta, spre deosebire de cazurile precedente, tensorii care descriu componenta neconexa apar
in problema omogenizata, mai exact isi fac simtita prezenta in ecuatia omogenizata a temperaturii, rezultata din
trecerea la limita pe componenta neconexa. Ca in Capitolul 1, acestia apar si in cadrul solutiei problemei limita




1 Omogenizarea unui mediu elastic cu dubla porozitate si interfata imperfecta

prin intermediul problemelor locale formulate in componenta Ys a celulei unitate Y. In plus, ca si in Capitolul 1
se observa, c& termenul de cuplaj al limitelor u' si u? ce descriu deplasirile, nu mai exist& in acest caz.

Ultimul model din aceasta lucrare se studiaza in Capitolul 4. De aceasta data, se considera ca doar deplasarile au
un salt pe interfata dintre cele douda componente ale mediului, componenta neconexa a acestuia avand de asemenea
elasticitatea de ordin €2, iar densitatea si tensorul temperatura deplasare fiind de ordinul €. Diferenta dintre acest
model si cel din Capitolul 3 consta, aga cum era de asteptat, in lipsa termenului de cuplaj al limitelor ce descriu
temperaturile.

Modelele propuse in aceasta teza nu au mai fost tratate pana acum astfel ca rezultatele expuse aici sunt originale
ele fiind obtinute In urma activitatii proprii de cercetare.

1 Omogenizarea unui mediu elastic cu dubla porozitate si interfata
imperfecta

In cadrul acestui capitol se studiaza o problema de elasticitate formulata intr-un mediu cu dubla porozitate
care ocupa domeniul €. Pe interfata I'. se considera o conditie de salt al vectorului deplasarilor, proportional cu
componenta normala a tensorului tensiunilor care este presupusa continua. Mai exact, se considera problema

0o &e
_ 6” =g, mQ, aec{l,2},
Tj
olin; = ofin; = che(uf* —ul) peT., (1.1)
ul® =0 pe 09,

ae

unde he(z) = h(z/e) reprezinta factorul de salt iar of;

— (673 (673 S ~ 3 ~3
= affpern(u®®) sunt componentele tensorilor tensiune.

aey _ 1 [ Oug® Oup®

tensorilor de elasticitate definiti astfel:

Ale(x) = Al(z/e) si A% (x) = 2A%(x/e). (1.2)

) reprezinta componentele tensorului de deformare iar a3, sunt componentele

Functiile egp, (u :

Consideram cd h si componentele af, , ale tensorilor simetrici si pozitiv definiti A% sunt functii netede, Y- periodice
sl marginite si de asemenea h(y) > 0 pe I'. Introducem spatiul V. = {v € HY(Q5), v =0 pe 89} inzestrat cu norma
L? a gradientilor si spatiul Hilbert

H. =VN x HY Q)N (1.3)
inzestrat cu produsul scalar
(u,v)m, = / Vu!Vu; + 52/ VulVo? + 5/ (u? — ul)(v? — v}), (1.4)
Qs Qg .

unde elementele lui H. sunt notate v = (u!,u?). Formularea variationald a problemei (1.1) este:

Sa se gaseasca u® € H. astfel incat

€ ae Ougs Ovf! 2 ley/, .2 1 1 2
a(u®,v) = Z T v +e | he(u;® —uw;S)w; —v;)= | fiv; + [ fivi, Vv€ H.. (1.5)
a=1.270% Lh O I, Qs Q3

Teorema 1.1. Pentru orice € € (0,1), problema (1.5) are o solutie unicd u® € H.. Mai mult, existd o constantd
C > 0 independenta de e astfel incdt, pentru o € {1,2} i fiecare i = 1,..., N, avem

i llzs) < O, IIVUfllizes) <O, el Vi llzag <O, i = wifllzeqr,y < Ce7H2 (1.6)

Pentru o multime datd D C RY si v € L'(D), notam (v), = ﬁ Jp v(y) dy iar daci v este o functie definitd pe
QF, a € {1,2}, atunci ¢ va fi prelungirea cu zero la intreg Q. In continuare definim spatiile:
Hy. (Yo)={ve HL (RY) : v este Y-periodica} , ﬁ;er(Ya) ={veH,, (Ya): (v)y =0},
V= Hy QN x L2 (@ HY, ()Y x 12 (2 H (v2)) ™
Folosind metoda unfolding, demonstram cateva rezultate de convergenta si obtinem problema omogenizata cuplata

(in variabilele z si y).




2 Modelul termoelastic cu salt in deplasari si temperaturi, intr-un mediu format din doua
componente

le 25)

Teorema 1.2. Dacd u® = (u'®,u*®) este solutia problemei (1.1), atunci

a's — V1| -ub slab in L2(Q)N,

% — |Yo| - (@?),  slab in L2(Q)V,

Ys
TE(u'®) — ul tare in L? (Q;Hl(Yl))N, @
Te(u®) = @2 slabin L2(S; H'(Y2))V, '
TE (enn(u'®)) = epn(ul) + €2, (@) slab in L?*(2 x Y1),
eT5 (exn(u®)) — e¥, (u?) slab in L*(Q x Ya),
unde tripletul (ut,ut,u?) € V cu < 1> =0 a.p.t. pe Q, este unica solutie a problemei
1 ~1 , 1 2
/myla’lj’“h <gzz " ngj:) (gfﬁ " (331);) " /Q><Y2 ik gyh gi ' /erh(u2 S (1.8)

=/ ﬂ%+/ [i®2, V(o L 0%) € V.
QxYy QxYs
1

Problema omogenizata in  se obtine introducénd in (1.8) expresiile functiilor u',
formula coeficietilor omogenizati a} Mai exact

respectiv 42 si folosind

ijlm*

8ul

Ah(e,y) = Wil (9) - 5o (@) QX Vs, (19)
U (2,y) = uj(2) + fi(z)wi(y) n Qx Yz, (1.10)
. awlm
a’ijlm = / }jlm + azgkh 6 1k (111)
Y1
unde pentru I,m = 1,... N, wi™ € H;er(Yl)N si wh € HY(Y2)"N sunt solutiile unice ale problemelor locale
9 (1 | Owiy . 0 (5 Owh, 5
_aiyj(aijlm +a Ajkh 8 ) =0 mY; _aiyj(aijkh ayh ) =d0; InYs
l l (1.12)
ow ow
( 2]lm + az]kh a L )nj =0 pe F7 a?jkhﬁ”j = hwlm pe I
Teorema 1.3. Dacd u® € H. este solufia problemei (1.5), atunci
' — Y| -ub slab in L*(Q)Y, (1.13)
— |Ya|-ut + fy-¢' slab in L2(Q)V, (1.14)
unde u' este unica solutie a problemei
9] ( 8u}c)
———alun=—") = fi inQ
Ay \" KN 9y, (1.15)
u=0 pedNQ,

si componentele campului ¢* sunt qé = / wéi.
Y>

2 Modelul termoelastic cu salt in deplasari si temperaturi, intr-un
mediu format din doua componente

nule, formulatd in domeniul Q definit in Capitolul 1. Se consideri doi factori de salt h¥(x) = h“(:lc /€) respectiv
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2.1 Formularea variationala a problemei si estimari a priori

hY(z) = hP(x/e) si tensorii de elasticitate A%¢(z) = A%(z/e) unde h*, h? € L>=°(T) si componentele agipy € L(Y)
ale tensorilor simetrici si pozitiv definiti A% sunt functii reale, netede, Y- periodice.

Introducem de asemenea tensorii temperaturia-deplasare de ordinul al doilea B¢(z) = Bl(z/e) si B*(z) =
eB?%(z/¢) si tensorii conductivitate termicd K°°(z) = K%(z/¢) unde B® si K® sunt simetrici, K* fiind in plus
pozitiv definiti, ale caror componente bf;, kf; sunt de asemenea functii netede, Y-periodice din L>(Y). Mai
departe, Ty desemneazi temperatura de referingd, p®(z) = p®(x/e) reprezintd densititile celor doud medii, iar
c*(x) = c*(x/e) este cildura specificd la deformare constantd a fiecarui mediu, functiile p®,c¢* € L>°(Y") fiind si
ele considerate netede, Y-periodice si evident strict pozitive. Pentru v € {1, 2}, daca u®® gi 6*¢ sunt functii definite
pe {2, definim legile constitutive o} = afy, exn(u™®) — bEFH*.

Problema studiata in acest capitol este reprezentatd de ecuatiile (2.1)-(2.1) si conditiile (2.3)-(2.6):

8O.a€ aQqu
_ ) e L= f; QF . 2.1
9z, 7 o fi pe Qg (2.1)

0 ae a6 ae 862']' (uaa) ae 00°° _ €
% <k” oz, ) + Tobg; ot +c 5 =" Pe QF, (2.2)
}]Enj = 0223677’] - ghu( Uzls) pe Fsa (23)
8915 6925

le — .2¢ R 0/pn2e _ ple 1-\6 2.4
kif 5 — oz, ni =k oz n; =eh. (0 0°°) pel., (2.4)

unde f; sunt componentele campului vectorial f € L2(Q)N care reprezinta fortele masice, iar r € L2(Q2) sursa de
energie exterioara. In plus, impunem conditii pe frontiera 0f2,

=0, #'*=0 peod, (2.5)

si conditii initiale nule, adica
*(0,2) =0, a*(0,2)=0, 0°°(0,z)=0. (2.6)

2.1 Formularea variationala a problemei si estimari a priori
Fie T un numér real strict pozitiv. In continuare, vom folosi notatiile Q7 = [0,7] x , Q5 = [0,T] x Q, si
I'T = [0,T] x T. si introducem spatiile
Vie ={v € C®(0,T; H(95))), v=0pe 02 si v =0 pe {0} x Q},
Voe = {v € C=(0,T; H'(Q5))), v="0pe {0} x Q},
We = (VY x Vi) x (Vie x Vao). (2.7)

Un element al lui W, va fi notat V = (v,w) unde v = (v},02) € V¥ x V¥ gi w = (w', w?) € Vi. X Vae. In acest

spatiu se introduce formularea slaba a problemei (2.1)-(2.6) si anume:
S& se gaseasca U® = (uf,0°) € W, astfel incat
L (U, V)Y=D((f,7), V), YV = (v,w) € W, (2.8)
unde, pentru fiecare e, L. : W, x W. — R este o forma biliniara definita prin
L(U, V) [// (t— a%ﬁchekh(ua) + b;-’jEG") ei; (0%) + peusvs + —|—b?feij(ua)wa+
a=1,2 G

1 k: . 00 dw™ ds]— (2.9)

Q% QE Qo b(yg i O H% ™ .
+T )—i—p U 4 T e (u® )w® +T +To Y 0w, O

s//st TR (u? — u})(0? — 0} //t TR (62 — 6Y) (w? — wh),

culU = (u,0) iV = (v,w), iar D, : (L2 QN x LA(Q ) x We — R definita prin

D ((f, -y /OT/Q fw +T1 a>. (2.10)

a=1,2

-4 -



2.2 Procesul de omogenizare

Introducem acum spatiul Hilbert W, obtinut prin completarea lui W, in norma ||| generata de produsul scalar
t
00~ dw*
U V)w. = // uS vy + U 08 4 e (uY)e;; (v) + 0w + Y ds
E 0 (91'1 8%1
0=1,2 (2.11)

+€A/F€(u? —ug)(vf—v;)+aAZ€At(92 0N (w? — w?) ds.

si se poate vedea ca L. poate fi prelungita prin continuitate la intreg spatiul W. x W, iar D, poate fi prelungita

la (L2(Q)N x L*(Q)) x W.

Teorema 2.1. Problema (2.8) are solulie si aceasta este unica. Mai mult, existd o constantd C > 0, independentd
de e, pentru care:

[ui*l20s,) <O a2 05, <O VUi |lL2e;
t
[
0

2.2 Procesul de omogenizare

) < < C, Hesaan(Q%a) < C, (2.12)

Ta

t
/ (025 o 915)2
0

< Ce 12, (2.13)

<O U = paery < OV, ‘

LY (Qs.,) L1 (rT)

In cadrul acestui pragraf vom folosi notatia

W = H20,T; H}(Q)N x L®(0,T; L*(Q; H, (Y1))N x H2(0,T; L2(Q))" x

per
X H'(0,T; Hy(Q)) x L>=(0,T; L*(Q; Hy,,(Y1)) x H'(0,T; L*(£2)).
Teorema 2.2. Dacd (uf,0°) € W, este solutia problemei (2.1)-(2.6), unde u® = (u'®,u?) si 65 = (6'¢,0%), atunci
e Y, |- u® slab* in L>(0,T; L(2))V,
0o XY, |- 0% slab* in L>°(0,T; L2(12)),
TE(ue®) 2 u® slab* in L0, T; L*(Q; H (Ya)))N,
T (ern(ul)) = epn(ul) + e, (@) slab* in L>°(0,T; L*(Q x Y7)),
T5 (ern(u®)) =0 slab* in L>®(0,T; L2(Q x Y3)), 210
TE(6%) = 0% slab* in L>°(0,T; L?(Q; H'(Yy,))),
TE(VOE) 2 VO + V00 slab* in L®(0,T; L2(Q x V1)),
T5(VO%) 0 slab* in L®(0,T; L*(Q x Y3)),

unde (Ula at,u?, 91,9\1, 92) € W, este unica solutie a problemei
T
- L 1 s (oh Y (&l
/O/QXYI(t T) {%kh (ekh( D tely(@ )) b;;0 } (eu(w )+ el(@ ))+
T 1.
+ // th pau“cpf‘ aeaqa +
azm 0 Qxya( TO }
I 001 96"\ /0q" an
e k‘l P —— t— 'z’ 1 Y (71 1
+To 0/Qxy( T) ”(8:10] + ayj)(azz 8% //QXY1 eJ(u )+ e (u ))q + (2.15)
1
// (= 1) [ (u? = ul) (g2 = ¢1) + =7 (67 — 1) (a? — ab)] =
0JaxT 0

S [ em( ) et @l e w
OxYa

a=1,2

In plus, pentru o € {1,2} si penru aproape orice x € Q avem u®(0,z) =0, 0*(0,z) =0, 6%(0,z) = 0.

-5-



3 Modelul termoelastic intr-un mediu cu dubla porozitate cu salt in deplasari si in temperaturi

1

Introducem acum solutiile unice z*,w!™, x' € H!, (Y)Y (I,m =1,...,N), ale problemelor locale

per
o [, 07 . /4 ow'm .
— —-b;;)]=0 Y; - =0 Y;
ayj ( Aijkh o ay ) m ¥y 8y] ( Aijim + a’zgkh a uh ) m Y (2 16)
6 1 awlm ’
( 3jkhay bl )nj =0 pe F’ ( z]lm + az]kh a L )77/] =0 pe Fa
respectiv
0 195%
- kb +kL—"E) =0 in Y,
8%‘( B 3%‘) 1 (2.17)
(k‘l +k1va—X’1“)n =0 pel
ik 1) ayj ? ’
i se observa ca
~1 3“11 1
At 2,y) = 5o () - Wi () + 601 (1,2) - 2L(0). (2.18)
7l _ ! 1
0°(t,z,y) (t, ) - xi(y)- (2.19)

~ Oap,

Definim acum coeficientii omogenizati

azl;lm = / zljlm +amkh awlk bl1:1 = / blm bzlj 8“}11 kb: = / klk +k}ﬂ an Y= / bzlj 82 - (2.20)
v oy 0y, v 0y, v, 70y,

si se demonstreaza urmatoarea teorema:

Teorema 2.3. Dacd (uf,0°) € W, este solutia problemei (2.1)-(2.6), unde u® = (u'c,u?) si 65 = (6'¢,0%), atunci
pentru o € {1,2}

4% Y, |- u® slab* in L>(0,T; L*(Q))Y, (2.21)
0°° 2|V, |- 0% slab* in L°(0,T; L*(Q)), (2.22)

unde (u,0) cuu= (u,u?) si 6 = (61,62) este solutia unicd a problemei

0 1% au}i 1xpl 1 82’& u ~
_T%(aijkhgh—bije ) +(p')y, G — H'( —ul) = [Vil fi (2.23)
9 82 2 " R
(r*)y, oz T (u? —ul) = |Ya| f; in Q, (2.24)
9 (,1.00" 1 Oeij(u') 1x 09! 6 o) = 7
- (k52 ) + Tbly T+ (T + (eh)y, ) G — HOO2 =) = Wilr in©, (2.25)
(c*) 8762+H9(92_91): [Ya|r in Q (2.26)
Y2 Ot v ’ '
ut =0, 0'=0 pedQ, (2.27)
cu conditiile inifiale

u*(0,z) =0, a*(0,z) =0, 640,z)=0. (2.28)

unde H“:/h“ si H":/he.
N T

3 Modelul termoelastic intr-un mediu cu dubla porozitate cu salt in
deplasari si in temperaturi

In cadrul acestui capitol se studiazi din nou problema (2.1)-(2.5) consideratd in Capitolul 2 insi de aceasti
data domeniul 2 este ocupat de un mediu cu dubld porozitate similar celui considerat in Capitolul 1. Asa cum
era de agteptat, rezultatele obtinute aici sunt o combinatie intre cele obtinute in omogenizarea problemei elastice
intr-un mediu cu dubla porozitate, din Capitolul 1, si rezultatele care se obtin la omogenizarea unei probleme de
difuzie formulata intr-un domeniu ce ocupa un mediu clasic. Ca si in Capitolul 1, este interesant de observat faptul

-6 -



3.1 Rezultate de omogenizare

ca tensorii A2 si B?, desi nu isi fac simtité prezenta in problema omogenizata, ei apar in cadrul limitei sirului @2°
prin intermediul a doi termeni &, respectiv ¢ care fac parte din componenta limitei respective.

In cele ce urmeazi vom folosi aceleagi notatii ca in Capitolul 2 iar coeficientii problemei vor avea aceleasi
proprietiti. Spre deosebire de capitolul precedent vom considera ci A% (x) = e2A4%(x/¢), si p*¢(x) = ep?(x/e).

Spatiul W, reprezinta de aceastd datd completarea lui W, in norma ||-|| generatd de produsul scalar
T T T t
00% dw*™
UViw. = // eii(ub)e; (vt +52// eii(u?)e;; (v?) + // uoy + 0%w + | ———ds| +
@ = [ [ estieen s [ eveeserr+ X[ s

+e/OT/F€<u§ —ul)(e? — o)) +/T//<9 ) (w? — w!)ds. »
3.1

iar formele L. si D, inca se pot prelungi prin continuitate la spatiile W. x W,, respectiv (Lz(Q)N X LQ(Q)) X We.

Teorema 3.1. Ezistd o constanta C' > 0, independenta de € pentru care:

ui®llL2g,) <O 145 2s,) <O IVUtllzes,) <O, el VUil L2 (as,) < C (3.2)

t
||96aHL2(Q§"a) <C, ‘/ (V@EQ)Q <C, (33>

0 L1(9%,)

t

w2 = wl|| arry < Ce72, ’ / (6> —6')" < CeI2, (34)
’ 0 L (rY)
3.1 Rezultate de omogenizare
Consideram
W = HZ(O,T;H(%(Q))N x L>=(0,T; LQ(Q;H;ET(Yl))N x L>(0,T; LQ(Q;HI(YQ)))NX

(3.5)

x HY(0,T; HE () x L>=(0,T; L*(Q; HY,,.(Y1)) x HY(0,T; L*()),

per

Teorema 3.2. Dacd (u,0°) € W este solutia problemei (2.1)-(2.6), cu A (x) = Al(z/e), A%*(z) = e2A?(x/¢),
pe(z) = pt(x/e) si p*(x) = ep®(x/€) unde u® = (u'®, u?) si 0° = (0'¢,0%°), atunci

@' 2 |Yy|-ul slab* in L°(0,T; L2(Q))N,

@ = Yol - (@), slab* in L(0,T; L2 ()",

0°c 2|V, |- 0% slab* in L°(0,T; L2(Q)),

TE(u'e) 2wl slab* in L0, T; L2(Q; HY(Y1)))V,

TE(u?) = 4% slab* in L>(0,T; L*(Q; H (Y2)))V,

T (ern(ul®)) = epn(ul) + e, (@) slab* in L>(0,T; L* (2 x Y1)),
75 (ern(u®)) = e, (W?) slab* in L>=(0,T; L (2 x Y2)),

TE(0) = 0% slab* in L>(0,T; L*(S; HY(Y,))),

TE(VOE) 2 VO + V0" slab* in L(0,T; L2( x Y1),
T£(V6%) 20 slab* in L=(0,T; L*(Q x Y3)),

unde (ut,ut,u?, 0,0, 0%) € W, este solutia unicd a problemei

/OT/QXyl(t -T) [az‘ljkh (ekh(ul) +ezh(a1)> _ bijel] <éij(¢1) + éﬁ’j(@l))+
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T
// (t— T) [a2, el (%) — 12,6%] &t @%+// (t— T)plilol+
QXYQ QXYI
S e (e vea)e [ e (37)
QXYl Q><Y2
1 (T 001 90\ 10"  OQ!
(t —T)c"0%¢* + - / ki +— + +
—12/\/Q><Y 4 TO Q><Y1( ) 7(833] 8yj>(8ml (9:[/1)
[ [ @ -+ 06 - - a)] =
0Jaxr To

Azwyﬂ@@+émﬂ+ﬂlﬂyﬂ@@+émﬁ

V(' @' 9%, ¢", Q' ¢%) € W.

In plus, penru aproape orice v € Q) avem u' (0,7) =0, 4'(0,2) =0, 6%(0,x)=0.

Se gisesc expresiile functiilor @', G2, 8 astfel ci (2.18)-(2.19) inca sunt adevérate, in plus

U(t @, y) = up(t, @) + fil@)wy(y) + 0°(8, 2) 2 (y)- (3-8)

unde 22, wh € H*(Y2)"N sunt solutiile unice ale problemelor

0 2 ank A 0 2 azk 2 “
- =6y Y, —(a —2) =0 inY:
ayj ( zgkh ay ) ;1 Yo 8y] ijha ,Lj) m Yo (3 9)
owl 02} -
?jkhiayik nj = h“wlzi pe T, ( fjkh Do — b2 ) =0 pel.
Definim 5 o )

y / b3 % 3.10
i (3.10)

sl introducand (2.18), (2.19), (2.20), (3.8) si (3.10) in problema limita (3.7), obtinem problema omogenizata in 2.
Mai exact, se demonstreaza urmatoarea teorema:

Teorema 3.3. Dacd (uf,0°) € Ws este solutia problemei (2.1)-(2.6) cu A'(x) = A(x/e), A% (x) = e2A?(x/¢),
pte(x) = pt(z/e) si p*(x) = ep?(x/e) , unde u® = (u'®, u?) si 6° = (0'¢,0%), atunci avem

@' Yy -ut slab* in L°°(0,T; L2(Q))YN, (3.11)
% Yol ut + fy - €+ 6% ¢ slab* in L*°(0,T; L2 (Q))V, (3.12)
0°¢ I |V, |- 0% slab* in L=(0,T; L*(Q)), Ve € {1,2}, (3.13)

unde (u,0) cuu = (ul,u?) si @ = (01,6?) este solutia unicd a problemei

R

8 1% 6 1% 1 T -
- gj,( ikh G — bz 0 ) Py, 52 =i (3.14)
(9 1% 691 1% ae'L] 1% 80 0 2 1 — o
o G - )+T0b (T’y (M) S = 02— 6h) = Yilr in (3.15)
06?
(Tw?*+<c )y ) - H(0F ) = [Yalr in (3.16)
=0, 0'=0 pedQ, (3.17)
cu conditiile initiale
u®*(0,2) =0, 4%(0,z) =0, 040,z) =0, (3.18)

unde HY = /h0 si componentele campurilor vectoriale &' i ¢ fiind & = / wéi, respectiv (; = / zz2
T Y2 Yo
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4 Modelul termoelastic intr-un mediu cu dubla porozitate cu salt in
deplasari si continuitate in temperaturi

In acest capitol vom schimba conditia de salt a temperaturii pe interfata I'c, din problema studiata in Capitolul
3. Mai exact, pe fiecare dintre componentele Q] si 2§ ale domeniului 2 ce ocupa un mediu cu dubla porozitate,
vom considera ecuatiile

0o o2uee
_ Ty = f, 4.1
T T f (4.1)
a ae 06< ae aeij (uaa) ae 06< _
alaturi de conditiile pe interfata I'c, respectw 89
aign; = gy ny = eh(uf® —u;%) pel:, (4.3)
8915 8925
1e 97— 2 ; r 4.4
by G = K G pe T (4.4)
6lc = 0% pel., (4.5)
=0, #*=0 peo,
si conditiile initiale
u®(0,2) =0, u*(0,z) =0, 6%(0,z2)=0. (4.7)

Ca gi In Capitolul 3 vom considera ca
A'e(z) = Al(x/e),  A**(x) =?A%(x/e), B'¥(x)=B'(x/s, B*(z)=cecB*(z/e),

pie(x) = pl(zfe),  p*(2) =ep*(afe), K*(x) = K%(xfe), c*(z)=c"(z/e).
Spatiul functional folosit in cadrul acestui capitol va fi de asemenea spatiul W, definit in Capitolul 2 de (2.7) iar
formularea variationald a problemei (4.1)-(4.7) este:

Sa se giseascd U® = (uf,60%) € W, astfel incat

L (U, V)Y=D((f,7), V), YV = (v,w) € W, (4.8)
unde, pentru fiecare ¢, forma biliniara L. : W, x W, — R este definita de aceasta data prin
L(U,V) [ / / (t = T) ((—af5ern(u®) +D26%) €35 (5%) + poilse + +b2es; (u)i®+
a=1,2 &
1 oo 1 1 00° ow®
Lk 00( (0% (074 bOLE i a « aEeO& « . kaE d _ 4.9
+TOC w> preus v + bffe;; (u*)w +T0 w +T0 v s] (4.9)

{Al@_ﬂwm$WMﬁ—@x

=

iar D. : (L2(Q)Y x L?(Q)) x W. — R este data de (2.10). Spatiul W. se construieste prin completarea lui W in
norma genrata de produsul scalar

U V)w, = A?;mwmmﬂ+¥AZ;¢ﬁmmﬂ+

L0* dw™ r
Uy + 0w + d —I—E// ui —up) (v —v}).
=12 [//a 0 8$1 ({9% 0 Fa( )( )

si din nou, formele £.(,-) si D.(-, -) pot fi prelungite prin continuitate la W. x W, respectiv la (L?(Q2)" x L?(Q)) x
We.

Teorema 4.1. Problema (4.8) are solutie si aceasta este unicd. Mai mult, existd o constantd C > 0, independentd
de €, pentru care:

(4.10)

lu;“lzz0e ) <O, 47 |2,y < €, [Vui|peas, ) < C, (4.11)
t

/ (VO=)? <O, uF —u} |L2rry < Ce™ /= (4.12)
0

105|205,y < C, ‘
L1 (Q%,)

-9
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4.1 Rezultate de omogenizare

Teorema 4.2. Dacd (uf,60°) € W, este solutia problemei (4.1)-(4.7), unde u® = (u'®,u?®) si 65 = (6'¢,0%), atunci
au loc convergentele (3.6) unde (ut,u*,u?,0%,0%,0%) € W definit de (3.5), este solutia unicd a problemei

//QxYl (t— zykh (ekh(ul) + GZh(ﬂl)) — b%jel} (éij(cpl) T éfj(@1)>+

T T

+ / / (t = T) [0l (@) — B2,0%] ¢¥(92) + / / (t— T)plilol+
0JaxYs, QxY;
T

[ et s aa@)e + [ - mseaies (413)
0 QXYl QXYQ

1 T i1 [T L1000 99\ 19g"  OQ!
+TO Z /O/QxYa(t_ ) 0 +?0 /Q><Y1( )k”(ax] +8T/J>(8x, N 32/1 )+

a=1,2

+/0T/szx1‘( (@ — ) (87 = 1) //zxylt_ Jigi+ rq)+//szxy2( _T)(fi(i)?+Tiorq2)’

V(' @', % ¢", Q' ¢%) e W.

In plus, pentru aproape orice x € ) avem
ur(0,2) =0, 4'(0,z) =0, 6%(0,z)=0. (4.14)

Se arati ca expresiile (2.18), (2.19), (3.8) ale functiilor u' , 6", respectiv 4% sunt valabile si in acest caz si
introducéndu-le in problema limita (4.13) se obtine problema omogemzaté in Q.

Teorema 4.3. Dacd (uf,0°) € W, este solutia problemei (4.1)-(4.7), unde u® = (u',u?®) si 65 = (6'¢,0%), atunci

avem
@' Yy -ut slab* in L°°(0,T; L2 ()Y, (4.15)
0% Yol ut + fy - €4 0%-¢ slab* in L°(0,T; L2 (Q))V, (4.16)
0°F 2|V, |- 0% slab* in L™=(0,T; L*(Q)), Va e {1,2}, (4.17)

unde (u,0) cuu = (u',u?) si 0 = (0',02) este solutia unicd a problemei

9 (1. Ou 1x gl AL _ N

_ %j(aijkhaimh - bij 0 ) + <,0 >Y1 W = f1 m Q, (4]_8)

9 (1,00 1 Oej(ut) L 1 00t .
8 (kw o ) + Tob;; ot + (To’Y + <c >Y1>E =|Yi|r inQ, (4.19)

062 )
(TO’72* +(c%),,. ) 5 = |l in g, (4.20)
ult=0, 0'=0, pedQ, (4.21)
cu conditiile inifiale

u®(0,z) =0, a*(0,2) =0, 6%(0,z)=0, (4.22)

unde componentele campurilor vectoriale & si ¢ sunt £ = / wéi, respectiv (; = / 212
Y2 Y2

Aceasta lucrare a fost realizata in cadrul proiectului ” Doctoratul in Stiinte fundamentale - inceputul unei cariere
de varf in cercetare”, cofinantat de Uniunea Europeana si Guvernul Romaniei prin Programul Operational Sectorial
Dezvoltarea Resurselor Umane 2007-2013, contractul de finantare nr. POSDRU/107/1.5/S/82514.
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